
Олимпиада КАУ

Задача 1. Дано 100 гир рiзної ваги, та терези з трьома чашами, якi за одне зважування
будь-яких трьох гир виявляють найважчу та найлегшу серед них.

1) За яку найменшу кiлькiсть зважувань можна знайти найважчу гирю?

2) Доведiть, що за 52 зважування можна знайти двi найважчi гирi.

3) Чи можна за 54 зважування знайти три найважчi гирi?

Задача 2. На сторонах A1A2, A2A3, . . . , AnA1 многокутника A1A2 . . . An обрано вiдповiдно
такi точки B1, B2, . . . , Bn, що ∠AiBiBi−1 = ∠Ai+1BiBi+1 для всiх i ∈ {1, 2, . . . , n} (An+1 =
A1, Bn+1 = B1). Також на цих сторонах обрано такi точки C1, C2, . . . , Cn, що B1B2 ‖
C1C2, B2B3 ‖ C2C3, . . . , Bn−1Bn ‖ Cn−1Cn.

1) Доведiть, що BnB1 ∦ CnC1 при n = 3.

2) Доведiть, що BnB1 ‖ CnC1 при n = 4.

3) Для яких n завжди виконується умова BnB1 ‖ CnC1?

Задача 3. Додатнi числа w, x, y, z задовольняють рiвностi w2 = w + 1, x3 = x2 + x + 1,
y4 = y3 + y2 + y + 1, z5 = z4 + z3 + z2 + 2.

Визначте, яке з двох чисел бiльше:

1) w чи x;

2) x чи y;

3) y чи z.

Задача 4. Нехай a = (5100)!

1) На скiльки нулiв закiнчуєтся a?

2) Знайдiть останню ненульову цифру a;

3) Знайдiть двi останнi ненульовi цифри a.

Задача 5. Знайдiть усi такi натуральнi числа k, r, що рiвнiсть

1k + 2k + · · ·+ nk = (1 + 2 + · · ·+ n)r

виконується

1) для всiх натуральних n;

2) для всiх натуральних n > 100.

3) Знайдiть усi такi натуральнi числа k, m, l, r, що рiвнiсть

(1k + 2k + · · ·+ nk)m = (1l + 2l + · · ·+ nl)r

виконується для нескiнченної кiлькостi натуральних n.



Розв’язки
Задача 1.
У першому пунктi, з одного боку, неважко переконатися, що 50 зважувань достатньо:

зважуємо по три гирi, щоразу вiдкидаючи по двi найлегшi. З iншого боку, на кожному
зважуваннi кiлькiсть гир, якi є потенцiйно найважчими, зменшується, як неважко бачити,
щонайбiльше на два. Оскiльки спочатку в нас 100 потенцiйно найважчих гир, то для того,
щоб визначити найважчу, тобто зменшити кiлькiсть потенцiйно найважчих гир до однiєї,
потрiбно принаймнi 50 зважувань.

Для другого пункту влаштуємо “турнiр”: одну гирю (назвемо її X) вiдкидаємо, а iн-
шi 99 розбиваємо на 33 групи по три гирi та зважуємо кожну групу. Пiсля зважування
розбиваємо “переможцiв” на 11 груп по три гирi i зважуємо, потiм знову розбиваємо 11
переможцiв i X на чотири групи по три. Зваживши цi групи, отримаємо чотирьох канди-
датiв на “перше мiсце”; назвемо їх A,B,C,D. Зважимо A,B,C, а потiм двох “переможцiв”
i D. Це дасть iнформацiю, яка гиря найважча (позначимо її U), яка друга за вагою серед
цих чотирьох (гиря V ), та якi двi гирi вже не претендують на друге мiсце (S, T ). Одержимо
чотирьох кандидатiв на друге мiсце: V та три гирi W1,W2,W3, якi у попереднiх зважу-
ваннях з U “посiли друге мiсце”. Зважимо W1,W2,W3, визначимо найважчу та другу за
вагою; нехай без обмеження загальностi це W1 i W2 вiдповiдно. Зваживши тепер V,W1 та
S, визначимо найважчу з гир серед V,W1,W2,W3, яка й буде другою за вагою серед усiх;
нехай це R.

У третьому пунктi вiдповiдь ствердна; першi 52 зважування проведемо так само, як у
попередньому пунктi. Кандидатами на третю позицiю будуть не бiльше п’яти гир: гиря T ,
друга за вагою з останньої трiйки (V,W1, S) (позначимо її через P ) та або (якщо R = W1)
не бiльше двох гир, що програли W1 у перших двох раундах й W2, або (при R = V ) тi, що
програли V у перших трьох раундах. За два зважування можемо знайти з цих гир них
найважчу, вона й буде третьою за вагою серед усiх.

(Слободянюк Сергiй)

Задача 2.
1) Усерединi трикутника iснує єдина трикутна траєкторiя, така, що кут падiння рiвний

куту вiдбиття — це ортотрикутник (трикутник iз вершинами в основах висот). Позначимо
∠A1B1B3 = ∠B2B1A2 = α,∠A2B2B1 = ∠B3B2A3 = β, ∠A3B3B2 = ∠B1B3A1 = γ. Тодi
маємо ∠B3A1B1 = 180◦−α−γ,∠B1A2B2 = 180◦−α−β,∠B2A3B3 = 180−β−γ. Тодi 180◦ =
∠B3A1B1+∠B1A2B2+∠B2A3B3 = 3·180◦−2α−2β−2γ ⇒ α+β+γ = 180◦. Легко бачити, що
α, β, γ — кути трикутника A1A2A3. З рiвностi вписаних кутiв чотирикутникiв A1B1B2A3

випливає, що точки Bi є основами висот. Отже, пряма B3B1 не може бути паралельною
до C3C1, iнакше було б двi такi траєкторiї, про якi йшлося на початку доведення, а це
неможливо.

2) Легко довести, що вiдстанi мiж паралельними прямими CkCk+1 та BkBk+1 зберiга-
ються, бо цi вiдстанi рiвнi висотам рiвнобедренних трикутникiв з вершинами CkBkDk, де
Dk — перетин прямих CkBk+1 та BkCk+1. Тодi пiсля чотирьох вiдбиттiв вiд сторiн чоти-
рикутника ми повернемося у вихiдну точку , бо змiна положення вiдносно точок Bk буде
зроблена парну кiлькiсть разiв.

3) Позначимо ∠Bk+1BkAk+1 = ∠AkBkAk−1 = αk, а також позначимо Cn+1, таку точку на
сторонi B1B2, що CnCn+1 паралельно BnB1. З того, що прямi BkBk+1 i CkCk+1 паралельнi
та теореми синусiв випливає, що Ck+1Ak+2 = Ak+1Ak+2 − sin(αk)

sin(αk+1)
CkAk+1. Застосовуючи це

рекурентне спiввiдношення, починаючи з C1A2 n раз, отримуємо рiвнiсть



Cn+1A2 = A1A2 −
(
AnA1 −

(
An−1An −

(
...
(
A2A3 − C1A2

sin(α1)

sin(α2)

)sin(α2)

sin(α3)

)
...

sin(αn)

sin(α1)

Звiдси отримуємо наступну рiвнiсть

Cn+1A2 = c+ (−1)nC1A2

де c константа, яка не залежить вiд C1A2. За умовою задачi питається, для яких n завжди
має мiсце рiвнiсть Cn+1A2 = C1A2. За умовою задачi якщо замiсть точок Ck поставити Bk,
то ця рiвнiсть точно виконується. Для парного n, це означає, що Bn+1A2 = c+B1A2 ⇒ c =
0. Отже, для парного n рiвнiсть Cn+1A2 = c + (−1)nC1A2 перетворюється просто в умову
яку нам треба довести. У випадку коли n непарне, рiвнiсть приймає наступну форму
Cn+1A2 = c−C1A2, i якщо б Cn+1A2 = C1A2 з чого випливає, що Cn+1A2 = C1A2 = c

2
i тодi

iснує єдина така точка 1 яка задовiльняє цiй умовi, в данному випадку це B1, отже, для
непарної кiлькостi сторiн умова BnB1 ‖ CnC1 виконується не завжди.

(Юрашев Владислав)

Задача 3.
Лема. Нехай a0, a1, . . . , an−1 – довiльна послiдовнiсть невiд’ємних чисел не всi члени

якої рiвнi 0. Тодi iснує єдине x > 0 таке, що xn = an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 i для всiх y > 0:

y > x⇔ yn > an−1y
n−1 + · · ·+ a1y + a0.

Доведення леми випливає з монотонностi та непервностi функцiї g(x) = 1 − an−1

x
− · · · −

a1
xn−1 − a0

xn
й умови, що g(|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|+ 1) > 0 > g(max{ai}/2).

Тепер пункти задачi випливають з нерiвностей:

1) w3 − w2 − w − 1 = −1→ w < x

2) x4 − x3 − x2 − x− 1 = −1→ x < y

3) y5 − y4 − y3 − y2 − 2 = y − 2. Але y < 2 оскiльки 24 > 23 + 22 + 2 + 1, отже y < z.

(Слободянюк Сергiй)

Задача 4.
За формулою Лежандра степiнь простого числа p, що входить в розклад n! дорiвнює:∑
k≥1[

n
pk

], що при p = 5 та n = 5100 дає b =
∑

1≤k≤100
5100

5k
= 5100−1

4
. Оскiльки cтепiнь

2 ще вища (принаймнi в два рази), то степiнь десятки на яке дiлиться a рiвна 5100−1
4

.
Для розв’язання останнього пункту подамо множину чисел {1, 2, . . . , 5100} як об’єднання
множин

{1, 2, 3, 4, 6, 7, . . . } ∪ {5, 10, 15, 20, 30, 35, ...} ∪ · · · ∪ {5100}
тобто розiб’ємо цю множину на групи за максимальною степiнню 5 на яку дiляться цi
числа. Позначимо цi множини вiдповiдно як A0, A1, . . . , A100. Тодi a =

∏100
i=0

∏
k∈Ai

k. Тодi
число c = a

5b
подається у виглядi

c =
100∏
i=0

∏
k∈Ai

k

5i
=

99∏
i=0

∏
m<5100−i,5-m

m.



За модулем 25 усi 99 добуткiв крiм останнього будуть степiнями числа 1 ·2 ·3 ·4 ·6 · ... ·24 ∼=
−1 (mod 25). Тобто за модулем 25 c ∼= 1 ·2 ·3 ·4 ·(−1)

5100−5
20 ∼= −1 ·−1 ∼= 1. Позначимо останнi

двi ненульовi цифри числа a через двоцифрове число x. Тодi x дiлиться на 4. Оскiльки x
рiвний останнiм двом цифрам числа c/2b, то x · 2b ∼= 1 (mod 25). Але b ∼= 16 (mod20), отже
за теоремою Ейлера 2b ∼= 216 (mod 25), отже x ∼= 220−16 = 16 mod( 25). Двоцифрове число,
що дiлиться на 4 i дає остачу 16 за модулем 25 це лише 16.

(Слободянюк Сергiй)

Задача 5.
1) Пiдставимо в рiвнiсть n = 2, тодi маємо рiвнiсть 1 + 2k = 3r. Для k = 1 маємо r = 1,

очевидно, що це розв’язок. Якщо k > 1, тодi 3r має залишок 1 при дiленi на 4, з цього
випливає, що r парне число. Покладемо r = 2r1, тодi 32r1 = 2k + 1⇒ (3r1−1)(3r1 + 1) = 2k.
Отже, числа 3r1 − 1 i 3r1 + 1 є степенями двiйки, їх рiзниця рiвна 2, тому одне з них не
може дiлитися бiльше нiж один раз на двiйку. Значить менше з цих чисел рiвно 2. Маємо
3r1 − 1 = 2 ⇒ r = 2r1 = 2, k = 3. Перевiримо, чи пiдходять цi числа для довiльних n.
Достатньо довести за iндукцiєю, що 1 + 2 + ... + n = n(n+1)

2
та 13 + 23 + ...n3 = n2(n+1)2

4
.

Отже, є два розвязки (1, 1) i (3, 2).
2) Перепишемо рiвнiсть в iншiй формi, скориставшись формулою для суми перших n

чисел:
1k + 2k + · · ·+ nk =

(n(n+ 1)

2

)r
Для чисел n > 100 вiрна наступна рiвнiсть

nk = (1k+2k+· · ·+nk)−(1k+2k+· · ·+(n−1)k) =
(n(n+ 1)

2

)r
−
((n− 1)n

2

)r
=
nr

2r
((n+1)r−(n−1)r).

Тобто маємо
2rnk−r = (n+ 1)r − (n− 1)r

для всiх n > 100. Виходить, що 2rnk−r = Σ
[ r−1

2
]

i=0 Cn−2i+1
r nr−2i+1. Ця рiвнiсть може виконува-

тись для нескiнченної кiлькостi n тiльки якщо в правiй частинi не бiльше одного доданку.
Тому r < 3, отже, може дорiвнювати тiльки 1 чи 2. З попереднього пункту ми вже знаємо,
що тодi є тiльки два розв’язки (1, 1) та (3, 2).

3) Позначимо Sk(n) = 1k+...+nk. Спочатку треба довести, що Sk(n) - це полiном степеня
k + 1 зi старшим коефiцiентом 1

k+1
. Для цього позначимо (x)u = x(x − 1) . . . (x − u + 1).

Оскiльки кожен (x)u це полiном степiня u з старшим коефiцiєнтом 1 то iснує єдине подання
xk через суму xu:

xk =
k∑

u=0

au · (x)u,

де зокрема ak = 1. Тодi:

n∑
m=0

mk =
n∑

m=0

k∑
u=0

au · (n)u =
k∑

u=0

au

n∑
m=0

(m)u =
k∑

u=0

au · u!
n∑

m=0

Cu
m =

k∑
u=0

au · u!Cu+1
n+1 =

k∑
u=0

au
u+ 1

(n+ 1)u+1.



Тобто полiном
∑k

u=0
au
u+1

(x + 1)u+1 i є шуканим Sk(x), зi старшим мономом ak
k+1

xk+1 =
1

k+1
xk+1.
Оскiльки в обох частинах рiвностi стоять полiноми, якi рiвнi для нескiнченної кiлькостi

точок, тодi вони мають бути тотожньо рiвнi, як i старшi мономи 1
(k+1)m

n(k+1)m i 1
(l+1)r

n(l+1)r

полiномiв Sk(n)m i Sl(n)r вiдповiдно, отже, приходимо до системи рiвнянь{
(k + 1)m = (l + 1)r

(k + 1)m = (l + 1)r

У випадку m = r, маємо k = l, що очевидно є розв’язком. Якщо ж рiвностi нема,
тодi будемо вважати, що r > m, а також подiлимо їх на найбiльший спiльник знаменник,
це нiчого не змiнить у рiвностi. Якщо пiднести першу рiвнiсть системи до степеня m, i
зробити замiну iз другої рiвностi, тодi отримуємо

(l + 1)r−mmm = rm

Можемо вважати, оскiльки ми на початку домовились розглядати взаємнопростi числа m
i r, з останньої рiвностi випливає, що m дiлить r, отже, дорiвнює 1, iншi числа рахуються
однозначно, маємо r = 2, l = 1, k = 3. Оскiльки цi значення вже перевiрялись у попере-
днiх пунктах, маємо, що розв’язками будуть всi четвiрки виду (k,m, l, r) = (3, t, 1, 2t), або
(k,m, l, r) = (1, t, 3, 2t), або (k,m, l, r) = (t, x, t, x).

(Тимошкевич Тарас)

3) (розв’язок Нiколаєва Арсенiя)
Оскiльки многочлени злiва та справа збiгаються, то при n = 2:

(1k + 2k)m = (1l + 2l)r.

Але тодi множини простих дiльникiв чисел 1k + 2k та 1l + 2l однаковi, що за теоремою
Зiгмондi (https : //en.wikipedia.org/wiki/Zsigmondy%27s_theorem) можливо лише при
k = l чи при {k, l} = {1, 3}.


